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Re´sume´. Les mode`les de me´lange sont connus pour eˆtre un outil efficace de classi-
fication non supervise´e quand la dimension des observations est faible, mais e´chouent en
grande dimension a` cause d’un manque de parcimonie. Certaines tentatives pour pren-
dre en compte la redondance ou la pertinence des variables se heurtent a` des proble`mes
de complexite´ explosive. Nous recommandons d’utiliser le mode`le des blocs latents, un
mode`le probabiliste de classification croise´e simultane´e des individus et des variables, pour
classifier des individus en grande dimension. Nous illustrons de fac¸on empirique le com-
promis biais-variance de la strate´gie de classification croise´e dans des sce´narii en grande
dimension comportant des caracte´ristiques de redondance et de non pertinence et nous
montrons son effet re´gularisateur sur la classification simple.
Mots-cle´s. classification, classification croise´e, mode`le des blocs latents, grande di-
mension
Abstract. Standard model-based clustering is known to be very efficient for low di-
mensional data sets, but it fails for properly addressing high dimension (HD) ones, where
it suffers from both statistical and computational drawbacks. In order to counterbalance
this curse of dimensionality, some proposals have been made to take into account redun-
dancy and features utility, but related models are not suitable for too many variables. We
advocate that the latent bloc model, a probabilistic model for co-clustering, is of particular
interest to perform HD clustering of individuals even if it is not its primary function. We
illustrate in an empirical manner the trade-off bias-variance of the co-clustering strategy
in scenarii involving HD fundaments (correlated variables, irrelevant variables) and show
the ability of co-clustering to outperform simple mixture row-clustering.
Keywords. clustering, co-clustering, latent block model, high dimension
1 Clustering par classification simple
La classification non supervise´e ou clustering permet de de´finir une partition en K groupes
ou clusters d’un ensemble de n observations (x1, . . . , xn) ∈ X n d’un espace X de dimension
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d. Le clustering peut eˆtre utilise´ pour explorer les donne´es, les re´sumer ou ame´liorer la
flexibilite´ d’e´tapes ulte´rieures de pre´diction. Il compte de nombreuses applications en
marketing, biologie, imagerie ou fouille de texte par exemple.
Parmi les me´thodes de clustering, l’approche par mode`le de me´lange formule la recher-
che des clusters comme un proble`me d’estimation. Le mode`le de me´lange parame´trique
(Biernacki (2017)) est une me´thode probabiliste qui conside`re les observations xi comme
issues de n variables ale´atoires inde´pendantes et de meˆme loi de densite´
f(.; θ) =
K∑
k=1
pikϕ(.;αk);
K∑
i=1
pik = 1, pik ≥ 0
ou` les parame`tres pi1, . . . , piK , repre´sentent les poids du me´lange, et ϕ(.;αk) la densite´
de la k-ie`me composante du me´lange de parame`tre αk. Les densite´s des composantes
sont en ge´ne´ral prises dans une meˆme famille parame´trique connue, et les lois des com-
posantes ne diffe´rent que par la valeur de leur parame`tre αk. Il s’agit d’estimer le
parame`tre θ = (pi1, . . . , piK , α1, . . . , αK), et pour chaque observation xi la composante ou
classe dont telle est issue. On de´finit ainsi les labels zi ∈ {1, . . . , K} d’appartenance
aux classes, variables latentes inconnues inde´pendantes et de meˆme loi multinomiale
M(1,pi = (pi1, . . . , piK)), et la matrice de classification z = (zik) ou` zik = 1 si et seule-
ment si la i-e`me observation se trouve dans la classe k. La re`gle de classification de
Bayes affecte a` chaque observation le groupe qui maximise les probabilite´s conditionnelles
τik = IP(zik = 1|xi; θ). L’algorithme EM de Dempster et al (1977) permet de calculer
l’estimateur du maximum de vraisemblance θ̂ de θ et les probabilite´s conditionnelles es-
time´es τ̂ik = IP(zik = 1|xi; θ̂). Chaque observation est affecte´e a` une classe suivant la re`gle
du maximum a posteriori : ẑi = arg maxk τ̂ik.
Si cette me´thode probabiliste est reconnue pour eˆtre tre`s efficace pour les donne´es de
dimension d faible, elle se heurte a` des proble`mes computationnels et statistiques en grande
dimension. Dans le cas des variables gaussiennes, Maugis (2009) a propose´ l’algorithme
SelvarClust, permettant de classer les variables en trois groupes (variables informatives,
non informatives, et line´airement de´pendantes) tandis que Fop et al (2018) en font deux
groupes (variables informatives, non informatives) pour l’analyse de classes latentes. Mais
ces me´thodes e´chouent en grande dimension a` cause d’un manque de parcimonie et d’une
combinatoire explosive.
2 Clustering par classification croise´e
Le mode`le des blocs latents, permettant de de´terminer une partition simultane´e des lignes
et des colonnes d’une matrice, posse`de une mode´lisation tre`s parcimonieuse. Cette pro-
prie´te´ en fait un candidat naturellement re´gularise´ pour traiter le clustering en grande
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dimension, meˆme si ce n’est pas sa fonction initiale. Le clustering des colonnes peut eˆtre
vu comme une strate´gie de controˆle drastique de la variance de l’estimation, mais elle
engendre du biais, et il est inte´ressant d’en e´tudier l’effet sur la classification.
Le mode`le des blocs latents (LBM, Govaert et Nadif (2013)), est une extension du
mode`le de me´lange a` la classification croise´e. Il postule :
(i) l’existence d’une partition latente des observations x = (xij) sous forme d’un produit
carte´sien d’une classification des lignes z = (zik) en K clusters par une classification
des colonnes w = (wj`) en L clusters,
(ii) l’inde´pendance des variables latentes z et w qui sont respectivement iid de loi multi-
nomiale zi ∼ M(1,pi) et wj ∼ M(1,ρ = (ρ1, . . . , ρL)), avec ρ` = IP(wj` = 1) pour
` = 1, . . . , L,
(iii) l’inde´pendance, conditionnelle aux labels (z,w), des cellules xij, variables ale´atoires
de loi de densite´ ϕ(.;αk`) de´pendant uniquement du bloc (k, `) d’appartenance.
Sous ces conditions, la vraisemblance s’e´crit
p(x; θ) =
∑
(z,w)∈Z×W
∏
i,k
pizikk
∏
j,`
ρ
wj`
`
∏
i,j,k,`
ϕ(xij;αk`)
zikwj`
ou` Z × W repre´sente l’ensemble de toutes les partitions croise´es de n × d cellules en
K × L blocs. Le calcul de la vraisemblance ou de son logarithme ne´cessite la somme de
KnLd termes non factorisables, ce qui n’est pas re´alisable en temps raisonnable avec les
moyens informatiques existants, meˆme pour un faible nombre d’observations et de blocs.
Diffe´rentes strate´gies d’estimation existent (Keribin et al (2015)) et permettent d’acce´der
a` l’estimation des probabilite´s conditionnelles des labels en ligne et en colonne. Les labels
inconnus (z,w), et donc en particulier une partition des individus, sont calcule´s par la
re`gle du maximum a posteriori.
Nous comparons de fac¸on empirique la classification des individus par me´lange simple
et par classification croise´e et discutons sur des scenarii illustratifs l’effet re´gularisateur et
be´ne´fique du co-clustering, surpassant les performances d’une classification par me´lange
simple.
3 Comparaison
Soit ν la dimension du parame`tre αk de la densite´ conditionnelle ϕ(.;αk). La dimension
du mode`le de me´lange simple est (K − 1) +Kdν sous l’hypothe`se d’inde´pendance condi-
tionnelle, et augmente line´airement avec la dimension d. Ainsi, la qualite´ de l’estimation
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du parame`tre θ de´croit avec le nombre de variables d a` nombre d’observations n fixe´ et
paˆtit donc de l’augmentation importante de la variance d’estimation (Biernacki et Maugis
(2017)). Cependant, les composantes peuvent eˆtre de plus en plus se´pare´es, en particulier
si les variables ajoute´es sont informatives, la dimension pouvant cette fois apporter un ef-
fet be´ne´fique. Un LBM a` K×L blocs est quant a` lui de dimension (K−1)+(L−1)+KLν,
inde´pendant du nombre de variables d, ce qui illustre son extreˆme parcimonie par rapport
au mode`le de me´lange. Ceci reste vrai quand L varie raisonnablement en fonction de d,
par exemple, L = o(d).
Nous illustrons empiriquement la comparaison de l’erreur de classification de ces deux
me´thodes, en fonction de deux caracte`res importants (redondance, pertinence) des vari-
ables dans le cas d’un me´lange de deux gaussiennes d-varie´es, de meˆme variance Σ :
xi|zi=k ∼ Nd(µk,Σ); k ∈ {1, 2}; pi1 = pi2 = 0.5.
Dans ce cas, l’erreur de Bayes vaut IE(z 6= zB) = F ∗(−1
2
||µ1 − µ2||Σ−1) ou` F ∗ repre´sente
la fonction de re´partition de la loi gaussienne centre´e re´duite univarie´e. Nous conside´rons
les sce´narii suivants :
C1 (basique) : toutes les variables sont informatives, et inde´pendantes conditionnelle-
ment au groupe: µ1 = 0d, µ2 = 1d, Σ = Id. L’erreur de Bayes IE(z 6= zB) =
F ∗(−√d/2) tend vers 0 avec d.
C2 (perte de pertinence) : les variables sont de moins en moins informatives :
µ1 = 0d, µ2 = (1,
1
22
, . . . , 1
d2
), Σ = Id. L’erreur de Bayes de´croit plus lentement, et
tend vers F ∗(−√pi4/90/2) 6= 0.
C3 (corre´lation): les variables sont de´pendantes conditionnellement au groupe, de meˆme
coefficient de corre´lation c > 0, et elles sont toutes informatives : µ1 = 0d, µ2 = 1d,
Σ = Σ(c). L’erreur de Bayes de´croit vers la limite F ∗(−1/(2√c)), non nulle quand
la corre´lation est non nulle.
C4 (redondance exacte) : un jeu de donne´es de taille n/2 est tire´ suivant C1, puis
duplique´. Meˆme comportement de l’erreur de Bayes qu’en C1.
C5 (variables non identiquement distribue´es) : µ1 ∼ Nd(0, Id), µ2 ∼ Nd(1√d, 0d−√d, Id).
Meˆme comportement de l’erreur de Bayes qu’en C1.
C6 (variables corre´le´es et de moins en moins pertinentes) : C2 avec Σ = Σ(c). Meˆme
comportement de l’erreur de Bayes qu’en C3.
Quatre me´thodes de classification sont ope´re´es: MixDiag utilise un me´lange de deux
lois gaussiennes de d variables inde´pendantes (Gaussian_pk_Lk_Bk dans la terminologie
Lebret et al (2015)), MixCor un me´lange de deux lois gaussiennes de d variables de
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Figure 1: Influence du nombre de variables sur l’erreur de classification pour les diffe´rents
sce´narii. Premie`re ligne C1 (gauche), C2 (centre), C3 (droite); deuxie`me ligne C4
(gauche), C5 (centre), C6 (droite). Sont repre´sente´es l’erreur de Bayes (trait plein noir),
l’erreur empirique avec la me´thode MixDiag (trait plein cyan), avec MixCor (trait plein
bleu sombre), avec cc21 (pointille´ noir), avec cc22 (pointille´ rouge). Moyenne faite sur
30 e´chantillons de 2 × 15 observations, les barres verticales repre´sentent l’intervalle de
confiance de niveau 95%
covariance quelconque (Gaussian_pk_Lk_C), cc21 un co-clustering a` (K = 2 × L = 1)
blocs, cc22 un co-clustering a` (K = 2 × L = 2) blocs. L’erreur de classification des
scenarii C1 a` C6, moyenne´e sur B = 30 e´chantillons de taille 2× 15 = 30, est repre´sente´e
pour ces diffe´rentes me´thodes en figure 1.
Dans les sce´narii propose´s, le clustering MixCor (trait plein bleu sombre) est toujours
sans biais, mais sa variance augmente rapidement avec d, et cette me´thode n’est jamais
compe´titive. Le clustering MixDiag (trait plein cyan) est non baise´, sauf pour les scenarii
C3 et C6. Deux comportements sont inte´ressants a` noter : l’erreur de classification suit
l’erreur de Bayes dans scenario C3 (variables corre´le´es) alors que l’estimation est biaise´e :
dans ce cas, le biais ne met pas en pe´ril la se´paration. En revanche, quand il y a perte de
pertinence des variables (C2 et C6), l’erreur de classification ne suit plus celle de Bayes,
mais augmente avec la dimension, re´ve´lant a` nouveau un effet variance. Si MixDiag tient
son rang vis a` vis du co-clustering pour des dimensions mode´re´es, cette me´thode diverge
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quand le nombre de variables devient trop important, ce qui la rend alors inutilisable.
La me´thode de classification par co-clustering cc22 (trait pointille´ rouge) est biaise´e
sauf pour les scenarii C1 et C5, tandis que cc21 (trait plein cyan) est toujours biaise´e. Ces
me´thodes s’ave`rent tre`s robustes. L’erreur de classification converge souvent vers l’erreur
de Bayes (C1, C3, C4, C5), que la me´thode soit biaise´e ou non. Dans les scenarii C2
et C6, le biais est trop important, et il faudrait augmenter la taille de la partition des
variables.
Prolongements vers une analyse the´orique Ces re´sultats prometteurs permettent
d’illustrer le co-clustering comme un outil de re´gularisation pour effectuer un clustering
en grande dimension. Il propose un mode`le extreˆmement parcimonieux, qui, bien que
ge´ne´ralement biaise´, assure souvent une excellente performance, et surpasse celle d’un
me´lange simple. Il a par exemple la proprie´te´ native de regrouper les variables exacte-
ment redondantes, et peut de´finir une classe de variables non informatives. Ces re´sultats
pre´liminaires sont a` prolonger en e´tudiant les proprie´te´s et performances de la classifica-
tion par co-clustering de fac¸on the´orique, en e´tendant e´galement l’e´tude a` plus de deux
groupes d’individus. Pour ce faire, il sera ne´cessaire de pre´ciser la notion de redondance
et de pertinence d’une variable vis a` vis du processus de classification.
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